Poprd«

| 5.3.2 Calcul avec la méthode des batonnets

On suppose que 'ensemble d'intégration D considéré peut étre défini par :

D={(x,y,2) eR’/(x,y) € A, $1(x,y) <2< P2(x, )}

ol A est une partie de R? et ¢b;, ¢, des fonctions de A dans R, on pourrait dire que A est 'ombre
 de D sur le plan (xOy) si on éclaire D suivant (Oz) (cf. figure V.3.1). D est alors un cylindre formé
sur la courbe limitant A que I'on a fermé avec les surfaces

it z=¢1(x,y)etZy: z=¢h(x,y)

i Théoréme 5.3.1. Sous ces hypotheses faites sur D, si f : D — R est intégrable, on a :

$2(x,y)
fff f(x,y,z)dxdydz:ff (f flx, y,z)dz)dxdy
D ¢ (x,))

Le calcul de F(x,y) = f"z(; J;] (x, y,z)dz correspond a un découpage de D suivant des baton-
- nets paralleles a (Oz) (cf. ﬁgure V.3.2), dont la section infinitésimale correspond au quadrillage de
I'ensemble A.
On rassemble tous ces batonnets lorsque I'on calcule

ff F(x,y)dxdy
A
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5.3.3

\

ode des tranches

—

On suppose, ce qui n'exclut pas forcément le cas précédent, que 'ensemble cubable D peut

étre défini par:

D={(x,y,2)€R}/y=<z=<8é, (x,y) €D;}

ol D, est une partie quarrable de R? qui dépend de la cote z et qui correspond a la coupe de
I'ensemble D suivant un plan parallele a (xOy) (cf. figure V.3.3) : D, = Dn 2%, ou & est le plan

d’équation z = zg.

Théoréme 5.3.2. Sous ces hypotheses faites sur D, si f: D — R est intégrable, on a :

)
fff f(x,y,z)dxdydz=f (ff fx,y,2)dxdy|dz
D Y D.

Cela correspond cette fois a un découpage de I’ensemble D en tranches D paralleles a (xOy),

on calcule, a z fixé :

F(z)=ff fx,y,z2)dxdy
D:

grace aux méthodes du chapitre précédent, puis on empile ces tranches pour le calcul de:

Do

5 aans
A

5
f F(z)dz=fff fx,y,z)dxdydz

Sl
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FIGURE 5.3.3 - Méthode des tranches
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Soient D et A des ensembles cubables de R?, on notera :
- (x,,2) les pointsde D;
- (u, v, w) les points de A.

Définition 5.3.1. On désignera par changement de variables de A sur D toute application :

O: A—D
alu, v, w) x(u, v, w)
(u,v,w) — d(u,v,w)=| pu,v,w) |=| yluvw)
y(u, v, w) z(u, v, w)
telle que :
~ @ est bijectivede A sur D ;

~ a, f ety sont des fonctions €' surA ;
~ Si on écrit u, v et w en fonction de (x,y,z) € D a l'aide de ®! (bijection réciproque), on
obtient encore des fonctions €' sur D.

Définition 5.3.2. On appelle jacobien d'un changement de variables ® l'expression, donnée par le

produit mixte des vecteurs %‘f—", %% et g% C

da da da

dd 0 D y 4

Jo(u,v,w) = —.—.—)= Sﬂ ?_»g gé
ou’ dv' dw ?i g{ =

du dv Jw

Théoréme 5.3.3. Soient A, D deux ensembles bornés et cubables de R3, ® : A — D est un change-
ment de variables de A sur D. On suppose que la fonction

(u, v, w) — Jo(u, v, w)
reste bornée sur A. Supposons que f : D — R une application continue sur D = ®(A), alors la fonc-

tion
(u, v, w) — fod®(u,v,w)

est intégrable sur A etona:

fff f(x,y,z)dxdydz=ffff(a(u,v,w),ﬂ(u,v,W))Ilo(u,v,w)ldududw
D A



5.3.5 Passage aux coordonnées cylindriques

Les formules de changement de variables sont dans ce cas :

x(p,0,z) = pcosf
d>:(p,9,z)»—v( y(p,0,z) = psinf )
z(p,0,z) = z

Le triplet (p,0, z) constitue un systeme de coordonnées cylindriques. En choisissant p >0 et 0 €
[0, 27| on définit une bijection de ]0, +oo[x[0,27[xR sur R? \ (Oz) (éventuellement une bijection
d'un sous-ensemble A sur un autre sous-ensemble D).

Y(p,0, z) €]0,+o00[x[0,27[xR

ox Ox 0x :

dp 06 oz cosf —psin@ 0
Jo(p,0,2) = g-:;' % %%' =| sin@ pcosf O |=p

9z 9z 9

# gz 0 0 1

Pour passer en coordonnées cylindriques dans une intégrale triple, on remplace
- D par le domaine des (0, p, z) correspondant (d~1(D) = A) ;
- f(x,y,2) par f(pcos0,psing, z);

-dxdy;'eﬁafpw d&m‘}j, ) 6@$ G><%—< A% &
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