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1.1.3 Sous-espaces vectoriels

Dans la suite, nous considérons (Ea +, ) un espace vectoriel sur un corps /.

Proposition 1.1.4
F’ est uns sous-espace vectoriel de F si et seulement si

-F#@et.
N, yje FY\ue K—=\-Z+u-yerF.

Proposition 1.1.5

- Eet19} sont des sous-espaces vectoriels de F .
- Le vecteur nul O appartient a tous les espaces vectoriels.

Démonstration (Proposition 1.1.5) : a faire dans l'exercice A.1.5.

Proposition 1.1.6
Soient F' et G sont deux sous-espaces vectoriels alors :

1. "N G estun sous-espace vectoriel.
2. F'U G n'est toujours pas un sous-espace vectoriel.
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1.1.3 Sous-espaces vectoriels

Démonstration (Proposition 1.1.6) :
1.

_onale Fet0 € Gdonc0 e FNG=F NG #o
soientT, Y E FNG A u € Kyors. Z € FetZ € G

— ANz € FetA\-2€ G
De méme (similarly) on montreque,“’yéFet,“'yE G On arrive 3

( 4
AT €EF . 5 ANTEG

3 _ — AT+ u-yerF < aie — AN T+pu-yeai
-y el - (mYeG

Alors AT+ -y € FNG pone F NG estun sous-espace vectoriel.

2. Contre exemple : il existe I'' et G deux sous-espaces vectoriels de F tels que
F U G n'est pas un sous-espace vectoriel.

Soient ' = R?et X' = R muni des lois habituelles + et . On définit :

F={(x1,0),21 € R} 4G ={(0,232), 22 € R}

- et G sont des sous-espaces vectoriels (facile a demontrer).
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1.1.3 Sous-espaces vectoriels

- Slon choisitgf (170) etgz (O, 1)on:
yeF —= ye€e FUGgzZ e G = 7 FUG.Mais, le vecteur
y+2=(1,1) € FUG pjnsi F U G nest pas un sous espace

vectoriel. B

Remarque
F'U G est un sous-espace vectoriel &< I C G ou G C F.
(A faire dans l'exercice A.2.9)

1.1.4 Sous-espaces supplémentaires

Définition :
Soient I et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme
de I et G I'ensemble noté I 4+ G défini par :

reF+G<«—dje F,dZ7ec Gtel que r =y + 7.




1.1.4 Sous-espaces supplementaires

Proposition 1.1.7
F' + G estun sous-espace vectoriel.

Démonstration (Proposition 1.1.7) : a faire dans l'exercice A.2.6.

Définition :
Soient ' et G deux sous-espaces vectoriels de . On dit que

F et G sont en somme direct si FNG = {O} On note
FoG

On a donc:

H=F®&G+<=H=F+Get FNG = {0}.

On dit que F' et (G sont supplémentaires dans E'si 2 = F' & G,
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1.1.4 Sous-espaces supplementaires

Remargue

Il n" y a pas unicité du supplémentaire d'un sous-espace vectoriel donné.
Exemple :

Proposition 1.1.8

H=F®oG<=Viec HA(y,2) e F xGtelsquexr=y+ 7

Corollaire :

silb = F & Galors quelque smt:E & F il existe un unique y € I etun
unique 2 € G tels quex =y+Zz

Démonstration (Proposition 1.1.8) :

S )

soitH =FapG<— H=F+Get FNG = {0}.
— H =F+G.

—Vere Hdye F.dze G,z

|
S|
_|_
N
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1.1.4 Sous-espaces supplementaires

Maintenant, on montre l'unicité de ¥ €U Z-0n suppose qu'il existe une autre

> <—=" (Réciproque). On suppose
Ve H,3(y,?) e F xGtelsque T =y + 2
—V¥e Hdye FL3Z7e G, i =y+ 72

Il reste é_)montrer que FNG = {O}
Soit L € F' M G alors on écrit :




1.1.4 Sous-espaces supplémentaires
Smta? c F ﬂ Galors on écrit :

T 4+ 0 =% = 6+:13
~— = =
cl’ c; cl’ cGG

Or par unicité de la décomposition (existence et unicité), on obtient x =0,

1.2 Espaces vectoriels de dimension finie
1.2.1 Familles liees, familles libres

Définition (famille liee (dependent sequence))
On dit que la famille S = {wla L2y w0y xp} de vecteurs de £ est liée s'il
existe des scalaires SERACTIR >‘p c K non tous nuls (non all zero) tels

M+ AoZy + -+ + N\ @p = 0.

que



1.2.1 Familles liées-libres

Remarques
1. Si une famille est liee, alors toute famille obtenue en modifiant l'ordre

des vecteurs est liée. _
2.5i P = 1 lafamille S = {71} est liée == T1 # 0.
3.5iP > 2 lafamille® = 1Z1:L2; - -, Tp | est lide <=
Elfj, 3041, A2, .., 1,Q541,...,Up,stals que
T;=o01%1 + oo+ -+ o;_1Tj—1 + 0 +1Tj41 + -+ QpZp.

Définition (famille libre (independent sequence))
On dit que la famille S ={%1,%2,...,Tp} de vecteurs de E est
libre si elle n;est pas liee. On dit aussi que les vecteurs

L1, L2, -5 Lpgont linéairement indépendants. Dans ce cas on a :
\V/)\l,)\g,...,Ap EK,)\lfl‘l‘)\QfQ—f—"')\pfp:OjAl — Aoy = ... :)\p:O
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1.2.1 Familles liées-libres

Remarques
1.5 ={%1,%2,...,%p} est lide
p
— I, ey Ny € K, {37;,&- £0et Y AT = 6}.
j=1
2.5 ={Z1,%2,...,%p} est non liée
p
<:>\V/)\1,)\2,...,)\p c K, {\V/’L,)\z = 0 ou Z)\jfj # 6}
=1
> —)J
<:>\V/)\1,)\2,...,)\p c K,{Z)\jfj =0= Vi, \; = O}

j=1
e S =1{T1,%2,...,%p} est libre.

10



/
\1 2.1 Familles liees-libres

Propositions 1.2.1 et 1.2.2
1. Deux vecteurs sont égaux dans une famille

S = {xl, L2y vajp} alors elle est liée.
2. Toute famille contenant le vecteur O est liée.

3.5i0 = {T1,T2, ..., Tp] est liée alors la famille 15 T} est lice
pour tout vecteur quelconque .

4. Si S = {flv To,. .. vfp} est libre alors la famille
/ — —
S' = {2, ... »zp} est libre.

Démonstration (Propositions 1.2.1 et 1.2.2) : Voir l'exercice A.1.11.

Propositions 1.2.3
Si & = {617 e vep} est une famille libre et si & est un vecteur tel
que la famille &Y {x} est liée alors T est une combinaison linéaire

des éléments de E=1€1,..., ep}.
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\\1 2.1 Familles liees-libres

Démonstration (Proposition 1.2.3)

ona€ U{T} estliée

——Ja, ..., Oy Opt non tous nuls tels que

o€ + -+ apgp T O‘p+1f =0 Supposons Yp+1 — 0 alors la famille

£ est liée, ce qui absurde, donc @p+1 7& O. Ainsi on peut diviser par ¥p+1.

Propositions 1.2.4

5i& = {€1,...,6p} est une famille libre et si £ admet une
décomposition de la forme ¥ — A1€1 + Agex + -+ Apep
alors les coefficients A1, A2, - - - s Ap sont uniques.

Démonstration (Proposition 1.2.4) : (faite au tableau)
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1.2.1 Familles geneératrices

Définition (famille genératrice)

On dit que L la famille (finie) S = {xlv L2y .- >$p} est géneratrice si
T1,...,Tp € B
p
Vo € E,El()él,...,()ép c K,xr = E Oéjfj.
7=1

Définition (espace vectoriel de type fini)
On dit qu’un espace vectoriel £/ est de type fini s'il existe une famille génératrice
de £/ contenant un nombre fini de vecteurs.

Propositions 1.2.5

Sig:{517"'

quelconque alors la famille 24® {37} est génératrice.

) ep} est une famille génératrice et si T est un vecteur

Démonstration (Proposition 1.2.4) : (A faire en exercice).
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1.2.3 Sous-espaces vectoriels engendres

Définition (sous-espace vectoriel engendré)

Soit [~ un espace vectoriel sur /K et soit {xlv L2y e s $p} une famille de
vecteurs de F/. On appelle sous-espace vectoriel engendré par la famille
{T1,T2, ..., Zn} eton note VECt < &1, T2, ..., Lpn > I'espace vectoriel
défini par

n
x € vect < r1,To,...,Ty, ><= dag,...,a, € K,z = E ;T

1=1
Remarques

1.Si€ # 0 alors D = vect < € > s’appelle une droite
vectorieLle. o )

2.S5i€7# 0etf #0alors P = vect <€, f >g’appelle un
plan vectoriel.
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\1 2.4 Bases

Définition (base)
Une famille qui est libre et génératrice de I/ est appelée base de L.

Exemple
1.EE =R"™ et K = R base canonique

Propositions 1.2.6
5i€ = 1{€1;--,€n} estune base de I si et seulement si pour tout Z un

vecteur quelconque de F il existe des scalaires uniques ALy A2,y Ap tels

que
n

T = E \i€;
1=1

Démonstration (Proposition 1.2.6) : (faite au tableau)

Remarque
A >\ A : o E
1y A2y -9 An sont les composantes ou coordonnées de I sur la base C.




1.2.4 Bases

TD 2 (Homeworks):
- Exercice A.2.8
- Exercice A.2.9 (Questions 1 et 2)

- Exercice A.2.10 (Question 1)
- Exercice A.2.12

10



