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_Consignes

1. Chaque séance de TD, on vérifie la presence.
2. Absence(s) non justifiee(s) seront penalisées.

3. Evaluation de cours : un seul examen
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1.2.1 Familles geneératrices

Définition (famille genératrice)

On dit que L la famille (finie) S = {xlv L2y .- >$p} est géneratrice si
T1,...,Tp € B
p
Vo € E,El()él,...,()ép c K,xr = E Oéjfj.
7=1

Définition (espace vectoriel de type fini)
On dit qu’un espace vectoriel £/ est de type fini s'il existe une famille génératrice
de £/ contenant un nombre fini de vecteurs.

Propositions 1.2.5

Sig:{517"'

quelconque alors la famille 24® {37} est génératrice.

) ep} est une famille génératrice et si T est un vecteur

Démonstration (Proposition 1.2.4) : (A faire en exercice).
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1.2.3 Sous-espaces vectoriels engendres

Définition (sous-espace vectoriel engendré)

Soit [~ un espace vectoriel sur /K et soit {xlv L2y e s $p} une famille de
vecteurs de F/. On appelle sous-espace vectoriel engendré par la famille
{T1,T2, ..., Zn} eton note VECt < &1, T2, ..., Lpn > I'espace vectoriel
défini par

n
x € vect < r1,To,...,Ty, ><= dag,...,a, € K,z = E ;T

1=1
Remarques

1.Si€ # 0 alors D = vect < € > s’appelle une droite
vectorieLle. o )

2.S5i€7# 0etf #0alors P = vect <€, f >g’appelle un
plan vectoriel.
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\1 2.4 Bases

Définition (base)
Une famille qui est libre et génératrice de I/ est appelée base de L.

Exemple
1.EE =R"™ et K = R base canonique

Proposition 1.2.6
5i€ = 1{€1;--,€n} estune base de I si et seulement si pour tout Z un

vecteur quelconque de F il existe des scalaires uniques ALy A2,y Ap tels

que
n

T = E \i€;

1=1 :

Remarque
A )\ A : ¢ E
1y A2y -9 An sont les composantes ou coordonnées de I sur la base C.
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1.2.4 Bases

Démonstration (Proposition 1.2.6) :
“——>" 0n montre l'implication directe

Si — 1€1,€2,...,€n est une base.
—> g est génératrice de E

:>\V/CE) -~ E il existe (El))\la >\27 c v ey )\n (scalaires), tels que 1=1

Or g est libre — la décomposition précédente est unique (voir Proposition 1.2.4).

“<———" On montre le sens réciproque

—_—
Si pour tout L - Eilexiste des scalaires unigues)\la >\27 R Antels que 1=1
——> la famille g est génératrice de E

Il nous reste a montrer que g est libre. On doit donc montrer ;

MEL+ X+ -+ N, =0= A =Xo=...=),=0
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Rappelons

_)
- d’une part le vecteur nul O vérifie (voir début du chapitre 1)

0 = 0, + 08 + - - - 0&,,

- d’autre part

0 = A€+ Xoeo + -+ A\ €,

Mais par unicité de la décomposition (voir Proposition 1.2.4) on)\l — O? >\2 — 07 AR )\n — O

/
\1 2.5 Existence de bases

Théoréme 1.2.1: I est un espace vectoriel. Si

G = {§1> G2, - - - agn}famille génératrice de I~
- & famille libre telle que € C U,
alors il existe une base I3 de F telle que ECBCG.

Théoreme 1.2.2 : Tout un espace vectoriel de type fini, difféerent de {O} , possede
une base.

Théoreme 1.2.3 (Théoreme de la base incomplete) : Si & = {617 R eq}
est une famille libre de E alors il existe une base 3 de E/ qui vérifie & C B.
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_1.2.5 Dimension d'un espace vectoriel

Définition (dimension)

Si I est un espace vectoriel de type fini, différent de {O} on appelle dimension
de £/, et on note dim £, le nombre d'éléments d'une base quelconque de F/

Remargues

1. Toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie ont le méme
nombre déléments.

2 dim{ﬁ} — ().

3. {O} est le seul sous-espace vectoriel de dimension nulle.

Proposition 1.2.7 : £ est un espace vectoriel de dimension n(n > 0) .

F = {flv f2> S fp} famille quelconque de P vecteurs de E .
1.Si J estlibre et P = M alors J est une base de F.
2. Si JF est génératrice et P = " alors J est une base de F. .
3.Si P > M alors F est liée.

4.S5iP < M alors F n'est pas génératrice de L.
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Démonstration (Proposition 1.2.7) :
1. .F est libre donc d’aprés Théoreme de la base incompléte (Théoreme 1.2.3) il existe B base telle que .F C B

Orcard(‘F) — Card(B) doncf — B

—

— —_ —
2.0na n > Odoncilexiste au moins un vecteurf de.Ftelquef # O . Donc la famille ‘C — {f}est
libre etL: C .F Théoreme 1.2.1 implique U'existence d'une baseBtelle que£ C B C .F Or

Card(F) — Card(B) doncf — B

3. Raisonnement par 'absurde. Supposons que F est libre. Théoreme de la base incomplete (Théoréme 1.2.3)

implique 'existence d'une base B telle que .F C B Donc la base B contient m = Card(B) vecteurs
avec 10 < P S TTY. G est impossible puisque dimF = TL.

— — —

4 Onall > O donc il existe au moins un vecteurf de la famille génératrice .F tel que f # O .Donc la

ﬁ
famille ‘C — {f} est libre et»C C F Théoreme 1.2.1 implique U'existence d'une base Btelle que

£ C B C .F..Donc la baseBcontientm — Ca“I.d‘(B)vec:teurs avecm S p < TL_ Ceci est
impossible puisque dimFE = TL.



Corollaire 1.2.1 Soit &£ un espace vectoriel de dimension finie.
1. Si F contient une famille libre de P vecteurs alors Aim £ > p.
2. Si E/ contient une famille génératrice de 9 vecteurs alors alors dimk < q

Proposition 1.2.8 : £ est un espace vectoriel de
dimension (n > 0)  sj F et G deux sous-espaces

vectoriels de E, alors
1 dimF < dimFE

2. dimF = dimF <= F = E.
3 dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G)

4, dim(F & G) = dimF + dimG

5 F=F&G <= dimF +dimG = dimFE et FNG = {0}

b F=F®G << dimF + ¢

1imG = d
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Démonstration (Proposition 1.2.8) :

1.Si B est une base de F alors B est une famille libre de E On peut la compléter pour obtenir une base de E

ioncdIMF < dimFE

2. Ilsufflt de montrer que J E est inclu dans F Soit Tl =— dlmE dlmF Soit

{fl f27 * ) fn}une base de F cette famille est libre dansE denvecteurs dansE donc c’est une

SIS—ZO&L]‘}

ﬁ .
base %E (voir Proposition 1.2.7). Ainsi tout vecteur U de E s écrit 1= avec des scalaires 87 et
ainsi U € F

3. Voir Document C.1.5.

SiFethont en somme directe, alorsF ﬂ G — {O}et donc dlmF m G — O on obtient

5. D’apreés le résultat 4,

E=F®G= dimF = dim(F ® G) = dimF + dimG et F NG = {0}.

Réciproquement, siF NG = {O}etFethont en somme directe alorsF D G C E Or d'apres le
résultat 4, dlm(F D G) = dimF# + dimG = dimF et donc d'apres le résultat 2, on aE = F D G
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1.2.5 Dimension d'un espace vectoriel

6. Ona
E=F®&G=— dimFE =dim(F & G) =dimF + dimG et £ = F + G.

Réciproquement, dimkb = dlm(F D G) =dimF +dimG et E=F 4+ G

< FNG = {O} Puis on utilise la réciproque du résultat 5.

TD 3 (Homeworks):
- Exercice A.2.12 (page 32)
- Exercise A.2.16 (page 33)
- Exercice A.2.19 (page 34)
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