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2.1.1 Applications lineaires - definition

Dans tout ce chapitre E F et G désignent des espaces avec vectoriels de dimension finis
sur un méme corps K

Définition (application linéaire)
On appelle application linéaire & : &£ — F', une application de £ dans F’
possédant les propriétés suivantes :

- u(@+Y) =u(@) +uly), VI,yek,
_u(AT) = (X)), VI¥e E,VAe K

On note o%(E, F) I'ensemble des applications linéaires de £ dans F'.

Remarque

—

- Lapplication nulle O : /' — F'telle queO(l') = 0p, VT € E ggt lincaire.
. Pour toute ¥ € £ (F, F)) u(0g) = Of

. (O%(E, F)v +, ) est une espace vectoriel appelé espace vectoriel des
applications linéaires ' dans F' de tel que :

Nu,ve Z(E,F),(u+v)(x) =ul@) +v(Z),Vr e FE
NYue Z(E,F),VAe K, \u)(X) = \u(Z),Vr e E



2.1.2 Noyau et image d'une application lineaire
Définition
Soit U € C’%(EvF)
e on appelle noyau de u, et on note Ker u, le sous-ensemble de £ défini par :
Ker u =42 € Flu(¥) =0p}

e on appelle image de u, et on note Im 1w, le sous-ensemble de F’ défini par :

Imu={yc F|3tc E,j=u(®))}

Exemple :

Proposition 2.1.1
1. Ker u est un sous-espace vectoriel de F.
2. Im w est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration:
1. Faire en exercice (simple).

—

2. On montre que IM U est un sous-espace vectoriel (sev) de I". On a OF = u(OE)

_ — /
alors OF c Im U et donc Im u # @. Maintenant si 4> Y - Im U o
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alors ilexisLe fa x’ € Etels que

A+ py' = Au(T) + pu(d’)
= u(A\T) + u(pux’)
= u(AT + puZ’)

4 /
Donc le vecteur)‘y T Hy € Im U ce qui termine la démonstration.

/

N\,

\2.1.3 Image d’une famille liée, image d'une famille génératrice par = X(E, F)
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Théoreme 2.1.1 Soit ¥ € £ (E, F)

1. Si & = {517 T 5p} est une famille liée de £ alors

F =A{ule1), .., u(€p)} est une famille lice de F

2. S & = {517 tr gp} est une famille génératrice de £ alors
F = {u(é’l), e 7u(gp>}est une famille génératrice de Im .

Démonstration : faire en exercice.




2.1.4 Projection

Définition (projection)
Soit £~/ un espace vectoriel, F1 et F2 deux sous- espaces vectorlels de E tels

que E=F & FZ tout vecteur £ € E peut donc s’écrire T = 551 + $2
avec T € I et To € I On appelle projection (ou projecteur), sur Fy

parallélement & £2 U'application 1 de FE dans I définie par - u(r) = 7y

Proposition 2.1.2
La projection sur Fy parallelement a F5 est une application linéaire dont le

nhoyau est F3 et 'image est k.

Démonstration : faire en exercice.

2.1.5 Composition de deux applications linéaires

Soient v € Z (L, F) etu € Z(F, G) deux applications

linéaires, on rappelle la définition de la composée de u et v,
notée u o v, telle que : VZ € E,u o v(Z) = u(v(Z))
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Proposition 2.1.2
v € L (FE F)yue Z(F,G) joeucv € Z(E,G)

Démonstration : faire en exercice.

2 1.6 Application linéaire entre espaces de dlmensmn finie

Dorénavant, les espaces vectoriels utilisés sont de dimension finie.

Proposition 2.1.4
Soientg — {617 €2, ..+, en} une base de ' et ¥ © D%(E, F)alors pour

tout vecteur £ € F le vecteuru(x) est une combinaison linéaire des
vecteurs {u(ei)}izl,---,n.

T = ZQE‘Z'GZ'
Démonstration : Sth? - Ealors 1 T1,...,Tn € Ktels que i=1 . Alors

= u(Zaﬁzez) = ;xzu €.




Proposition 2.1.5

E et F' deux espaces vectoriels. Soient £ =1{¢e1,€2...,€n }
respectivement F = {flv f27 SRR fm } une base de £ (respectivement base
de F). Soit U € ZL(E,F) alors oourtout? = 1,2, ..., 7 chacun des

vecteurs u(ei) a des composantes dans la base Jf . On peut noter ces

composantes
™m
u(€;) = Zaijfj

J=1

# 7=
Quelque soit T © L, on connait les composantes sur la base £, i=1 .
Alors les composantes de

davec 1=1



uEO%(E,F)_

%’5@')

iu(gi)

L Yawfj
= (TCC a,w) f].

-~

B

Démonstration : Il suffit juste utiliser la linéarité de

u(T) =

|
M =
K

1=1

3

|
ﬂ

3

Q.
l\

2.1.7 Caracterisation de injective

On rappelle qu'une application f 1A= DB egt Injective si :
Vo, z' € A, tels que f(x) = f(2') = f(z) = f(2).

Théoreme 2.1.2

soit ¥ € ZL(E, F) alors .
U est injective<:)>Ker u={0g}

S




Démonstration :

® 1 est injective —> Ker u = {OE }

Soitf c Ker u, doncu(f) — OF. Or U est linéaire, alorsu(
Ainsi,
u(Z) = u(0 .
(®)=u0r) 5,
u 1njective
Donc Ker u = {6E}

oer u = {GE}éUest injective. _
Soient L> L' € E tels queu(f) = u(x’)

—
—

/ L —
—u(f—1') =0p (puisque U est linéaire)

—

— 1 — ' € Ker u

— 2 — 2’ = 0f (par hypothése)
— T =

donc U est injective.

Ceci finit la démonstration.



Proposition 2.1.6
Soient U € Z(E, F) injective, et £ =1{U1,72, ..., Un} famille libre de
FE, alors la famille Lu(vh), u(va), ..., u(ty)} est libre de F'

Démonstration :
On doit montrer que U |mpl|cat|on

VA1, A2y A EKZ)\UJUZ —0p=Vi=1,....n,)\ = 0.
1=1
On a ,
Nu(T;) =0 U Z)\iﬁz :_’F
zn: — (7;_1 ) (U est linéaire). Ainsi,
Z A\ U; € Ker u
i=1 .

Or U est injective alors Ker u = {OE} (voir Théoreme 2.1.2). Ainsi,

Z)\sz — O

:>\V’i=1,---,na)\z':0car

L {U1, U2, -+, Un } famille libre de E. Ce qui termine la
démonstration.
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_2.1.8 Caracterisation de surjective, bijective /

On rappelle qu'une application f A — Best surjective si de A dans B si:
Vy € B,dx € A, tel que y = f(x).

Théoreme 2.1.3
soit ¥ € ZL(E, F) alors
u est surjective de B/ dans F'<—=-1m u = F".

Démonstration : appliquer la définition de la surjectivité.

Proposition 2.1.7
Soient ¥ € g(Ea F) surjective, etﬁ — {vlv U2, .. avn}famille

génératrice de F/, alors la famille {w(v1), w(v2), - -, u(Un) } esi
génératrice de [’

Démonstration
On sait que l'image paru S g(Ev F) d'une famille génératrice de E est une famille
génératrice de Im wu (voir Théoreme 2.1.1). Or l'application U est surjective, donc

Imu=F.
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On rappelle qu'une application J i A — Best bijective si elle est injective et
surjective.

Proposition 2.1.8

Soient ¥ € g(Ev F) , alors les propositions suivantes sont équivalentes :
() U est bijective,

iy Ker u={0g}eiTm u = F

(iii) l'image par u d’'une base de [ est une base de F'

Démonstration
(i) < (ii) : appliquer Théorémes 2.1.2 et 2.1.3).
(i) <= (iii) : faire en exercice.

2.1.9 Isomorphismes

Définitions. On appelle :

® homomorphisme : u < ,ﬁ/ﬂ(E, F)

e endomorphisme:: (U= g(Ev );

® isomorphisme : (U= X(E, )bljective. on dit que £ et ' sont isomorphes;
e automorphisme : U X(E, E) bijective.
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Proposition 2.1.9 . .
FE et I sontisomorphes <—=dim £ = dim F'

Démonstration : Soit & S g(Ea F) un isomorphisme, donc U bijective. D’apres
Proposition 2.1.8, l'image par U d'une base de E est une base de . Ces bases ont le méme

cardinal alors on a l'égalité de des dimensions de EetF
La réciproque (voir exercice A.2.11.). Ceci termine la démonstration.

Proposition 2.1.10
: : . —1 : :
Si u est un isomorphisme alors 4~ est un isomorphisme.
. . . L —1 L .
Démonstration : U est un isomorphisme alors U est bijective et donc U est bijective aussi.

. —1 .
Il suffit donc de montrer que U  est linéaire.

Soient?ja y_; < Falorszl!fv v’ € L tels que ij u(f) et Yy = u( /).
On obtient_)
u TN (GHy) =u

O
D
3
(¢}
3
D
o
- )
3
o
- )
=
(0]
0
C
D
g|
—t
VN
P
&
|
P
g|
-
Ve
3
N—"



2.1.10 Isomorphismes entre E et K"

Soit /2’ un espace vectoriel de dimension 72, muni d’une base &= {617 €2, .+, 6n}
alors pour tout T € E ses composantes dans la base & sont unigues, on a:

T = E ;€5

On définit Uapplication llnealre¢ S X(E Kn)par :
\V/.CEEE,¢( ) (Oé170527°°°704n).

n
Lapplication qb S g(E7 K ) dépend de la base £ choisie.

Théoreme 2.1.4

Lapplication Qb définie par
re B ¢(7) =(ag,as,...,a,) € K"

est un isomorphisme de & sur K"

Comme pour tout & € E admet une décomposition unique sur la base E

'application ¢ est bien définie.
Démonstration : faire en exercice A.1.1
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2.1.11 Formes linéaire

Définition (forme linéaire)
On appelle © une forme linéaire sur £ une application linéaire de £ dans

e U C g(EvK)
Exemples :

1. Soient @1, - - -, Ay, € R g l'application

u(Z) = u(x1,x2,...,Tn) = @121 + A2T2 + -+ + ATy,

2. Soit CK([O, 1]) 'ensemble des fonctions continues sur [O, 1]. On définit,
oour tout S € 2 (10, 1])

u(f) = /O F(t)at
€([0,1]) |

1 une forme linéaire sur
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Théoreme 2.1.5

Soit £/ un espace vectoriel d’'une base & = {617 €2,...,€6n } et soit
u € Z(E, K) yne forme linéaire sur E. alors il existe 72 éléments de K,
notés {517 B2, .. vﬁn}tels que VT € Fona

u(¥) = u( Z xié}) = zn: Bix;
i=1 i=1 :

Démonstration :

Ona F' = K, et donc les images u(€;) sont des scalaires que l'on peut
noter Di. On a donc

u(T) = u (szez) Zazz u(€;) ZBZCEZ

[3@

_Exercices de TD 4 : Mercredi (18 sep), Jeudi(19 sep)

-Exercise A.2.3 (page 49)

-Exercice A.2.6, Questions 1. et 2, (page 50)
- Exercice A.2.17 (page 55)

- Exercice A.2.4 (page 50)




