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Motivations

e Critere numerique qui nous indique quand
une matrice carree est inversible (réguliere).

e Utile pour la résolution des systemes lineaires.



Notations (1)

* Nous travaillons dans ce chapitre que avec des matrices carréees, c’est a dire :

A = (aij)i1<ij<n € Mpn(K) = My

e Représentation par des vecteurs colonnes :

A= (A, Ay, ..., A
adip di2 Uin
as21 A2 Uon



Notations (2)

® Pour tout 1,] € {17 O ,n}_ on définit la matrice A|73>j|€ M —1, la matrice

obtenue a partir de A en supprimant la ligne 7 et la colonne J

/@11 ceeooap; e aln\
A|z,]| =171 7 =Z%0)
\a'nl ¢ o o a“n/] e« o o ann/
/ a1 al,5—1 a1,5+1 A1n \
| Ai—-1,1 Qi—1,—1 Aj—1 541 Ai—1.n
A541,1 Qi4+1,5—1  Qi41,5+1 Ai+1,n




3.1.1 Définition

Définition (par récurrence)
On définit Uapplication déterminant

det : M,, — K
par récurrence : A : ’ det (A)

® Sin = 1, la matrice A= (all). et det(A) = aia,
e Sin > 1, on pose
det(A) = ali det(A‘l,l‘) — a12 det(A|1,2|) + -+ (—1)1+j det(A|1,j‘) + -+ (—1)1+”a1n det(A|1,n|)

det(A) = Z(—l)HjaU det (A ;)
=1




Remarques

- (i). Soit A € M., alors det(A) est un scalaire.
- (11). On note

det(A) = det(Aq,..., A,)
aip; di2 - Uln
as1 A2 Aon
Un1 UAn2 UAnn

- (iii). Si 4 € M3 alors
det(A) = ayy det(Aj 1)) + (—1)' a2 det (A o)

— 11022 — 4124921

ainsi

a C
b — ad — be




- (iv). Si A € M3 alors

det(A) — ad11 det(A|171|) — a192 det(A|1’2|) -+ a13 det(A|1,3|)
B 22 A23 a21 423 a21 A22
= a11 — a12 + 413
azz2 a33 a31 as3 a31 Q32
= a11(a22a33 — az2a23) — az1(ag1as3 — asziazy) + aiz(az1aze — asiazs)

= (111022033 — 411023032 — 412021033 1+ 112023031 + 413021032 — 413022031

—=@a11022033 + 12023031 + 113021032 —A11423032 — A12021033 — 413022031
- (v). Réale de Sarrus pour A € M3,
(el Bl B2

Diagonales descendantes : +

411 412
Q
-
Q@ﬁizl a22
o 2
o
31 A32

Diagonales ascendantes : -



* (vi). SI A € Masalors |det(A) | représente 'aire du parallelogramme

défini par les vecteurs colonnes A et Ay




- (vii). Si A € M3 alors det(A)| représente le volume du volume
du parallélepipede défini par les vecteurs colonnes A17 A27 et A3




Proposition
(1 Soit A € Mntriangulaire Inférieure

(all 0 0 s 0 \
a1 a99 0 s 0
A—|as1 aszxx azz - 0 n
. alors  det(4) =[] as
\anl Ap2 Un3 -+  Unpn 1—=1
(iii) Soit ) € M., diagonale

d 0 O --- 0
0 dy 0 - 0 )
L i=1
o o0 O --- d,

(iv) Matrice identité : 4€t (L) = 1
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3.1.2 Determinant d'une famille de vecteurs

Définition. Soit £ un K ev de dim(E) =netl = {517 ey 5n} une

—»

base de E. Soient L1, - -, Ln € F_on note paera e Ap © Mn,l.
les composantes des vecteurs T1,---5%n dans la base 5 Alors,

det(fl, c e ,fn) — det(fl, c e ,Xn)

Exemple. (au tableau)
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3.1.3 Déterminant : forme multilineaire

rd

Théoreme (3.1.1). Le déterminant est une fonction multilineaire,

c'est a dire linéaire par rapport a chaque colonne :
VAe K, VB, (' € ./\/ln on a

det(%fl, ce 7gj—1a)\gjygj—l—1a “e ,/Yn) — )\det(gl, ce 7Aj—17Aj7Aj—|—17 ce ,An)

et
det(ffl, “e ,ffj_l,é—F C_;, zéi)j_;_l ce 7An) — det(ffl,. c ey j_l,é, j4+1y- - ,an)

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur la dimension de la matrice.

Proposition (3.1.2).
(i). Soit A € M,, et A € K alors det(AA) = A" det(A),

(ii). Si une colonne de A est nulle alors det(A4) =0,

Preuve. (au tableau).

12




3.1.4 Propriéetes de determinant liees au colonnes
adjacentes

Proposition (3.1.3). Soit A € M,

— —

(i) Si deux colonnes adjacentes sont égales, Aj — Aj+1 , le déterminant

det(A) =0

(i) Si on échange entre elles deux colonnes adjacentes, le déterminant change de
signe

det(ffl, “ e ,Aj,Aj+1, . ,ffn) — —det(Al, “ e ,Aj_|_1,Aj, . ,An)

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur la dimension de la matrice.
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3.1.5 Propriétes de determinant liees au colonnes

7

Théoreme (3.1.2). Soit A € M,
() Si deux colonnes sont égales, Aj = Ap, , le déterminant det(A) — O.

(i) St on échange entre elles deux colonnes , le déterminant change de signe
det(Al,...,Aj,...,Ak,...,An) — —det(Al,...,Ak,...,Aj,...,An)_

Preuve. (au tableau).

Théoreme (3.1.3). Le déterminant de A€ My ne change pas, si a une colonne
on ajoute une combinaison linéaires des autres colonnes.

\V/j, V(Oﬁk)k#j & Kn_l,

det (le,.. .,ffj —I—ZO%E]{,.. ,ffn) — det(ffl,.. . ,Aj,.. ,An) — det(A)
k7]

Preuve. (au tableau).
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3.1.6 Proprietés de determinant liees aux lignes

Théoréme (3.1.4). Soit A € M, det(A") = det(A)

/[zl\ /all ai2 - aln\
Lo a21

Q22 -+ A2n

\En/ \a’?.’bl p2 - ann)

Théoréme (3.1.5). Soit A € My,
() Le déterminant est une fonction multilinéaire de chacune des lignes.

(ii) S-ilﬂi,l - {1, .. ,’TL}, tq Ez — El alors det(A) — O

(i) Si U'on change deux lignes, det(A) change de signe.

(iv) Le déterminant ne change pas, si a une ligne on ajoute une combinaison
linéaires des autres lignes.

Preuve. Appliquer les résultats précédents a la matrice transposée Al
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Proposition (3.1.6). Soit A € M'n. triangulaire supérieure

/all a2 a1z - aln\
0 aoe a3 -+ ag

A=10 0 az --- a3y

L0 0 0 o an)

alors det(A) = H Qs
i=1

| . c e ey
Preuve. A ' est triangulaire inférieure.

3.1.7 Calcul pratique de déeterminant

Définition. Soit 4 = (aij)léi,jén. On appelle cofacteur de l'elément
aij le scalaire COt(aij) = (=1)"™ det(A}; ;).

Théoreme (3.1.6). Soit A E Mn on a les formules suivantes :
() Développement suivant la 2-eme ligne :

det(A) = a;1Cof(a;1) + - - - + a;nCof(ain ),

(i) Développement suivant la J-€MeE colonne -

det(A) = a1,Cof(a;) + - - - + an;Cof(an,)

Conclusion. On cherche a construire une matrice contenant
“beaucoup” de zéros sur une ligne ou une colonne et on développe.
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3.2 Utilisation des determinants

3.2.1 Déterminant d'une base de vecteurs

3.2.2 Déterminant et matrice inversible
3.2.3 Déterminant d'un endomorphisme

3.2.4 Rang d'une matrice



Exercices de TD (Homeworks)

TD
- Exercices A.2.1, A.2.2, A.2.3, (page 39)
- Exercise A.2.6 (page 40)

- Exercise A.2.8 (page 41)
- Exercise A.2.14 (page 43)
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