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Processus de comptage Modéle a segmentation sparse Procédure d'estimation

Processus de comptage

o N = {N(t)}o<t<1 un processus de comptage.

1200/
06 08 10

Ao(t)dt = P[N a un saut dans [t, t + dt)|F(t7)].

o L'intensité de N est défini par :

J'H
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Processus de comptage Modéle a segmentation sparse Procédure d'estimation

Motivations

@ Une problématique importante
segmentation de signaux audio
traitement d'image

analyse des séries temporelles
étude des profils génomiques

@ Analyse des données d'expression génétique, données RNA-seq
(séquencage de haute fréquence).

@ Les données de RNA-seq peuvent &tre modélisées par des
réplications d'un processus de comptage non homogeéne avec
une intensité constante par morceaux (Shen, Zhang (2012)).

LSTA

ElMokhtar EzZahdi Alaya Apprentissage intensité avec points de rupture



Processus de comptage Modéle a segmentation sparse Procédure d'estimation

Modéle

@ Hypothése de segmentation sparse a priori :

Lo
Mo(t) =) Boely,(t),0<t <1
(=1

Aol
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Processus de comptage Modéle a segmentation sparse Procédure d'estimation

Modéle

@ Tp,0 = 0< 70,1 < - < TQ,Lp—1 < TO,Ly = 1.
@ Paramétres a estimer :

e (7o,¢) : points de rupture

o (o) : taille des sauts de Ag

e Lo : nombre de points de ruptures.

@ Données

On observe n copies i.i.d de N dans [0, 1], notées Ny, ..., N,. J

Equivalent a observer un processus de comptage N avec
intensité n)\g.
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Processus de comptage Modéle a segmentation sparse Procédure d'estimation

Procédure

@ Minimisation du risque empirique

1 n 1
R,,()\):/O )\(t)2dt—,212/0 ()N (2).
i=1

@ Fixons m = m, > 1. On approxime A dans

m
/\m = {)\5 = Zﬂj,mAj,m . B = [ﬁj,m]lgjgm S RI},
j=1
avec . ) '
Aim=vVml, = et lin= (J ,L}_

m m
@ On considére |'estimateur

A

B = argmingepe {Rn()\ﬁ) + HBHTV,W}- ’ A
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Processus de comptage Modéle a segmentation sparse Procédure d'estimation

Procédure : data-driven TV pénalisation

m

I1Bllrv,a = WilB8; — Bi-al-

j=2

@ Le vecteur de pondérations [Wj]i<j<m (W; > 0) contréle la
sparsité dans les différences successives du vecteur 3.

o La forme de W; sera précisée dans la suite.
@ L'estimateur de \g est donné par

A= J
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Inégalités d'oracle ex
Inégalité d'oracle

o 5 : support du gradient de j3,
S= {j : ﬁj,m #+ BAj,l,m pour j = 2,...,m}.
o L : nombre des points de ruptures estimés défini par L = ]3]

Théoréme - Alaya et al. (2014)

Fixons x > 0. Supposons que L < Lyax p.s., alors

IX = 2ol < inf |[As = Ao||a + 6(Lmax +2(Lo — 1)) max i
BER™ =

J=1,...,m

[Xolloo (X + Lmax(1 + log m))

+ Ki
n
2
m(x + Limax(1 + log m))
S K2 2 )
n
avec une probabilité supérieure 3 1 — Lae™ ™, ol A

[Aolloo = supsefo,1) Ao(t), K1 = 1670.89, et K> = 6683.53.
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Inégalités d'oracle ex
Inégalité d'oracle

@ Avec

iy = 5.66\/m(x+ |ng:+ hn,x,j)\/j+9.31 vm(x+1+ Llogm—i— hoxj)

o V= N,((£1,1]) ou No(l) = 250 Ni(1), Ni(1) = [, dNi(t).
6enV;+14e(x+log m)
S ertogmy V)

© = 2loglog ( . terme technique qui vient d'un
inégalité de Bernstein pour martingales avec variation
optionnelle (Gaiffas, Guilloux (2012)).

@ En pratique,
mlog m ~
SN LITT
n
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Inégalités d'oracle ex

Inégalité d'oracle

o Contréle du terme d'approximation infgerm [[Ag — Mol|?.

@ Ao m : la projection orthogonale de Ag sur Ap,.

Ao
Aom

anl Bo.z

o LSTA
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Inégalités d'oracle ex
Inégalité d'oracle

Corollaire

R 2(Ly — 1)AZ
15— pofl2 <20 DBbimax (1 119 - 1)) max 2
m =

Jj=1,...m

. H)\OHOO(X + Lmax(1 + log m))
1
n

m(x + Lmax(1 + log m))2
2
n

_l’_

9

+ Ko

avec une probabilité supérieure 3 1 — Lae™~.

® Ag max = Maxi<e <ty |Bo,e — Pow|. le maximun des sauts de Ag.
e L'équilibre Biais-Variance : M.
1/3
/ LSTA

@ Si Lmax = O(m) = m~ n'/>.
@ SiLmax =0(1) = m~ nt/2,
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Détection de rupture : consistance

® (Je)e=o,.. 1, est la suite des points de rupture approximés
relative a A, définie par la borne droite de I'intervalle /;,
contenant 7g ¢, ¢.a.d.,

70,6 € (JK ) Jl:| ;
m m

pour ¢ =1,...,Lp—1, tels que jo =0 et j, = m.

| \“’t | '| I | rjf | LSTA
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Détection de rupture : consistance

o 5= {jl,...,]'i_} avec j; < - <_7£.jo =0 etjl+1 =m, on
définit

ﬁg:'l—g, pourézO,...,erl. J
m

On suppose :

Il existe une constante positive ¢ > 6 telle que

: c
min |10 — To—1] > —.
=4,..,L0 m

@ Les points de rupture dans \g sont suffisamment éloignés. En
particulier, chaque intervalle /; ,, contient au plus un point de

rupture. LSTA
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Détection de rupture : consistance

® Ajmin = Mini<s<io—1 o1 — Jel-
° AB,min = minlgqgm—l ’60,q+1,m - /BO,q,m‘-
® (en)n>1 | O vérifiant me, > 6 pour tout n > 1.

On suppose
272 2 2
nmes A nA A
—nBmin g, —minTAmIn Ly s 4o,
log m mlog m

@ Analyse inspirée de Harchaoui, Lévy-Leduc (2010).
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Détection de ruptures : consistance

Théoréme - Alaya et al. (2014)

Supposons que L = Lo — 1. Alors les points de rupture estimés
{71,...,7;} satisfont

IP[ max |7’075—7/=g|§€,,]—>1, n— oo.

1<0<lo—1
o Exemples :
m = nl/3 m = n1/?
Consistance en=n" en=n""2
_ ,—1/6 _ ,—1/6
AB,min =n AB,min =n
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Détection de ruptures : consistance

o Evaluer la distance de Haussdorf D(-||-) (non symétrique)
entre I'ensemble des points de rupture estimés,

T={#,....7}

et
‘Io = {7‘071, PR TO,LQ—I}-
o La distance de Haussdorf entre deux ensembles A et B, est
définie par,

D(A||B) = sup inf |a — b.
beB acA

Théoréme - Alaya et al. (2014)

Supposons que L > Lo —1, on a

P[D(F%0) <] 51, 1 +oo. A
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Aspects numériques

2
o Ro(Ag) = X7y B2 — 2 S Sy By mNi(lim)-
o Réécrivons |'estimateur

A

. 1
f = argmingegm {EHN — Bl + HBHTV,W}, J

avec N = [Nj]i<j<m € RT est donné par

N = [V/mNo(lm) - - . /TN n)]-

o L'opérateur proximal d'une fonction convexe
f:RP — RU {400} définit par prox, : RP — RP tel que

1 »
prox,(y) = arg min { =ly = x|I3 + £(x) }.

LSTA
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Aspects numériques

B = prox |y, (N). |

@ La pénalisation TV est non séparable = pas de calcul exact de
I'opérateur proximal.

@ Approche habituelle : changement de variable pour se ramener
a une pénalisation /7.

e Condat (2013) propose un nouvel algorithme pour calculer
Prox .., (TV sans poids), en écrivant le probleme dual et en
"forcant" les conditions sur le dual

o = Généralisation de I'algorithme de Condat a notre probléme
pour calculer prox|. |, ., (TV avec poids).
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Aspects numériques

@ Temps de calcul : Pour n = 30000

o FISTA (Beck, Teboulle 2009) : 0.7 secondes (1000 iterations).

e Proximal TV (Algo. Condat) : 0.009 secondes (~ 100x plus

rapide).
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Aspects numériques : sans vs avec pondération data-driven

Comparison penalisation TV avec et sans pondération, pour A
choisi par cross-validation
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